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Die Anwendbarkeit yon Ein-Zentrum-Wellenfunktionen 
mit sph~riseher Symmetric bei B H 4 -  , CH 4 und NH4 + 

Von 

F. GREIN 

An den Beispielen BH~-, G H  4 nnd -N//4+ wird die Anwendbarkeit yon Ein-Zentrum- 
Wel]enfunktionen mit sph~riseher Symmetric untersucht. Die Parameter der analytisehen 
Wellenfunktionen (2 fiir ein 8-Elektronenmodell, 4 fiir ein 10-Elektronenmodell) werden ffir 
den Grundzustand der Molekiile teilweise neu durch Variationsrechnung ermittelt, zum anderen 
Tefl aus der Literatur iibernommen. 

Aus einer Vielzahl yon mSglichen •nwendungen werden die folgenden zur Berechnung und 
Disknssion ausgew/ihlt: Diamagnetisehe Suszeptibflit~t, Elektronenpolarisierbarkeit and van 
der Waalssehe Konstante, Bindungsmomente, Elektronenladung innerhalb einer Kugel, 
deren Oberfl~ehe dureh die Protonen geht, Normalfrequenzen, Chemisehe Verschiebung fiir 
den Zentralkern u n d  die Protonen in t .  und 2. N~herungsordnung, Spin-Spin-Kopplung, 
Ionisierungspotentiale und Dissoziationsenergie yon CH 4. 

Verg]eiehsmSglichkeiten ergeben sieh innerhalb dieser Arbeit zwischen dem 8- und dem 
10-Elektronenmodell. Ergebnisse anderer Autoren sowie experimentelle Werte werden mit den 
hier gewonnenen Resultaten in Beziehung gebraeh~. 

The use of one center wave functions with spherical symmetry is investigated for BH~-, 
CHt and NH~ +. The parameters of the analytical wave functions (2 for a model with 8, 4 for 
another with 10 electrons) for the ground states are partially calculated by variation, partially 
taken from literature. 

The following applications are selected for calculation and discussion: diamagnetic suscep- 
tibility, electronic polarizability and van der Waals' constant, bond moments, electronic 
charge inside a sphere through the protons, normal frequencies, chemical shift for the central 
nucleus and the protons in first and second order, sl3in-spia coupling, ionization potentials and 
dissociation energy of CH 4. 

The results of the eight and ten electron models are compared with each other and with 
theoretical and experimental values of other authors. 

L'utilisation des fonctinns d'onde monocentriques ~ sym6trie sph6rique est discut6e pour 
JBH~-, CHt et .NH4+. Les param@tres des fonctions d'onde analytiques (2 pour le modble & 8, 
4 pour eelui & t0 61eetrons) pour l'6tat fondamental des mol@eules sent en partie calcul@s par 
variation, en pattie pris dans la litt6rature. 

Les applications suivantes sent ehoisies pour @tre ealcul6es et discut6es : suseeptibflit6 dia- 
magn6tique, polarisabflit6 61ectronique et eonstante de van der Waals, moments de liaison, 
charge 61ectroniqne & l'int@rieur d'une sph@re passant par los protons, fr6quences normales, 
~ chemical shift>> pour le noyau central et pour les protons en �94 et 2~me approximation, 
couplage spin-spin, 6nergies d'ionisation et de dissociation pour CH 4. 

Los r6sultats des deux mod@les (s 8 et s 10 61ectrons respectivement) sent compar6s s des 
valeurs th6oriques et exp6rimentales d'autres auteurs. 

1. Einleitung 

Molekii lberechnungen auf  der Basis yon  E in -Zen t rum-Wel len funk t ionen  er- 
freuen sich der einfachen H a n d h a b u n g  wegen grol3er Beliebtheit .  Am geeignetsten 
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fiir diese Methode erscheinen Molekiile ~v-ie CH~, die einen Kern im Schwerpunkt 
der uragebenden Yrotonen haben. Die nach dem Variationsprinzip berechneten 
Gesamtenergien sowie Gleiehgewichtskernabst~inde und gegebenenfalls Valenz- 
winkel zeigen ira allgeraeinen gute Obereinstimraung mit experiraentellen Werten. 

Die Frage, inwieweit die Wellenfunktionen auch sonst die tats~ichlichen Ver- 
haltnisse wiedergeben, soll hier anhand der drei Beispiele BHa- , CH a und NHa+ 
durch eine l~eihe yon Anwendungen untersucht~ werden. ]~esonders interessant 
sind die Chemisehe Verschiebung ffir die Protonen nnd die X-H-  und H-H-Spin- 
kopplungskonstanten (X steht ffir den Zentralkern). Einerseits hi~ngen diese 
GrSllen wohl am empfmdlichsten vonder  Wellenfunktion ~ ab. In den wesent- 
lichen Terra der H-H-Spinkopplungskonstanten geht z. B. nut der Weft der Wel- 
]enfunktion am Orte der Yrotonen ein. Andererseits wird durch das Konzept der 
Ein-Zentrum-Wellenfunktion mit sph~rischer Symraetrie den Elektronen in lPro- 
tonennahe am raeisten Gewalt ange~an. Denn die Elektronen, die ursprfinglich yon 
den Protonen rait in das zu bauende Molekiil gebracht wurden, werden in unserem 
Yalle dera Zentralar zugeteilt und ffillen dessen L-Schale auf. Auf der Ober- 
fiiiche der Kngel, die durch die vier Protonen geht, hat jeder Punk~ die gleiche 
Elektronendicbte. Wie erapfindlich die Absehirmungskonstante sowie die Spin- 
kopplungskons~ante darauf reagieren, werden wir spiiter sehen. 

Erfreulieherweise l~il]~ sich der Terra zweiter Ordnung in der Chemisehen Verschie- 
bung nach R .~4s~u der dera paramagnetischen Terra in der Van Vleck-Gleichung 
fiir die raagnetische Suszeptibiliti~t entspricht, nach Anwendung der quantenme- 
chanischen Summenregel vollkomraen auswerten. Er kann als Funktion derVaria- 
tionspararaeter durch einen einfachen analytischen Ausdruck darges~ellt werden. 

Auch andere Anwendungen erfordern ein hohes Mall an Genauigkeit von kP. 
Es war yon vornherein nicht ersiehtlich, ob einera 8- oder i0-Elektronenraodell der 
Vorzug gegeben werden soll. (Ira ersteren Falle gehen die beiden inneren Elektro- 
nen nieh~ rai~ in die l~echnung ein, sondern set, irmen lediglich die Ladung des 
Zentralkernes ura zwei Einheiten ab.) Die Behandlung rait zehn Elektronen ist 
unerliil]lieh ffir die Cheraisehe Versehiebung am Zentralkern X und ffir die X-H-  

Spinkopplungskonstante. Abgesehen yon diesen Fiillen dfirfte nach bisherigen Er- 
fahrungen aueh eine Rechnung mit 8 Etektronen zu guten Ergebnissen ffihren. Eine 
Nebeneinanderbehandlung yon beiden Modellen wird erweisen, dal] in einigen Yiillen 
das reehnerisch viel einfaehere 8- dem i0-Elektronenmodell sogar vorzuziehen ist. 

W~ihrend die Arbeiten anderer Autoren gewShnlieh auf CH 4 und NH4 + be- 
schr~inkt blieben, soil hier B H  4- mit beriieksiehtigt werden, da aueh hierffir eine 
Reihe yon experimentellen Werten znr Verftigung steh~. 

2. Variationsparameter und Energien 

Der Variationsrechnung ]iegen die folgenden normierten und antisymraetri- 
sierten Funktionen zugrunde: 

a) Ftir das 8-Elektronenraodell 
t , (a) 4- (a ) - -  (9)  (a) 4- (a ) - -  

T(a) ~ . .  V 2s (l) y~ ~s ," tv2v z (3)~p(~p)x(4)~ (a)+ (a)-]- = V 2.u (5) ~f'~pu (6) ~f 2pz (7) 

(g~- (s) (1) 
mi~ den lgadialanteiten (in atomaren Einheiten) 
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Z0 
~ ( a )  Zo ~/~ Zo - -  -~- r 
~o~ = -  (~ (1 - - T r )  e (2) 

Zo 512 go - -  ~ ' -  r 

2 

b) F~r das t0-Elektronenmodell 

T(b~ = ~ ~ / ~ +  (l) ~ / ~ -  (2) ~ J ~ +  (3) ~ / ~ - ( 4 )  ~(~+~ ~ (5) 

' (~- (i0) [ (4) 
. . . .  V 2  p z  

mit den Radialanteilen 
~/~ --Z~ r 

R ( ~  2 Z~ e (5) 

1 Z~ 

s = 2 ( 4 Z 1 2 - 2 Z  1Z 2-{-Z 6 r e 

z, 
R (b) Za 5/2 - -  -~- r 

(6) 

(7) 

Die Indices + und - in den Gleichungen (l) und (4) beziehen sich auf die Spin- 
funktionen. Z 0 ist einer der beiden Variationsparameter ffir das 8-Elektronen- 
model]; Z1, Z 2 und Z 3 sind Variationsparameter ffir das 10-Elektronenmodell. Eine 
Kontrollreehnung ffir das einfache Modell ergab, dab getrennte Parameter ffir die 
2s-Funktion (2) und die 2p-Funktion (3) im ttinblick auf Energie und Kern- 
abstand keine nennenswerte Verbesserung bringen. YJls und Y~2p sind wasserstoff- 
/~hnliche Einelektroneneigenfunktionen, eberdalls V~s von G1. (l). Bei der Funktion 
G1. (4) wurde ffir %0us der Orthogonalits zu Yhs wegen eine yon M. J. M. B]~RNAL [d] 
angegebene Funktion gewahlt. 

Bei der Aufstellung des Hamilton-Operators wurde angenommen, dab die drei 
behandelten Molekfile Tetraederstruktur besitzen mit dem Zentralkern X im 
Schwerpnnkt und den Protonen an den Ecken des Tetraeders. U-ber den t{amilton- 
Operator geht der Abstand X - H ,  der im folgenden R genannt wird, als weiterer 
Variationsparameter in die Energiefunktionen ein. 

Die Minimisierung der Energiefunktionen wurde ftir CH a und NHa+ einerseits 
von It. H~a~T~A~ [8] und H. H ~ T ~  und G. GLI~ANN [9] mit 8 Elek- 
tronen, andererseits yon M. J. M. BERNX~ [4] mit l0 Elektronen durchgefii_hrt. 
Letzterer ffihrte die Minimisierung naeh Z 1 nicht formal aus, sondern paBte diesen 
Parameter an die Wellenfunktion des Zentralatomes an. Der empfindlichen An- 
wendungen wegen wurden in eine noehmalige Minimisiertmg aueh die Parameter Z 1 
mit eingeschlossen. Die sich ergebenden Untersehiede zu den Werten yon BER~An 
sind unerheblich und reehtfertigen dessen Vorgehen. 

In  Tab. i wurden neben der Energie E die zwei bzw. vier Variationspara- 
meier eingetragen, welche die Energiefunktionen minimisieren. 
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Energiefunktionen der verwendeten Art ffihren nach der Minimisierung zu einer 
Beziehung zwisehen potentieller Energie V und kinetischer Energie T in der 
Form V = - - 2  T, die mit der Aussage des Virialtheorems identisch ist. 

Die experimentellen Werte ffir ECH4 sind --8,18 at.E. [9] im 8-Elektronen- 
mode]l bzw. --40,52 at.E. [27] im i0-Elektronenmodell. Gem~g J. I. Ho~vs [.13] 

betri~gt die experimentelle 8-Elektronenenergie ffir iVHa+ --11,95 at.E. 

Z 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Zo, bzw. Z 2 . . . . . . . . . .  
Z 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

R~h (at.E.) . . . . . . . . . . .  
R ~  (at.E.) . . . . . . . . . .  
- -E (at.E.) . . . . . . . . . . .  

Tabelle 1 

BHa- (8) BH4- (10) 

- -  4,699 
i,958 2,759 

1,994 
2,505 2,208 

2,37[30] 
3,834 I 26,112 

OH, (8) CH4 (t0) 

2,~7719] 5,705 3,5tt 

2,~8619] 2,590 1,971 
2,065 [5, 28] 

6,6419] } 39,349 
I 

NH~+ (S) N~7~+(1o) 

- -  6,708 
3,24719] 4,336 

- -  3,239 
2,003 1,835 

1,96 [28] 
10,54 [55,684 

Eine Ubersieht fiber andere Berechnungen der 10-Elektronenenergie von C H  a 

some des C-H-Bindungsabstandes gibt Tab. 2. 
Die eine Gruppe yon Autoren arbeitete nach der S C F - M e t h o d e ,  d i e  andere be- 

nutzte analytisehe Funktionen, und zwar durehweg Ein-Zentrum-Wellenfunk- 
tionen. Terme hSherer 0rdnung tragen der Abweiehung der Elektronenverteilung 

Autoren T 

S U F  
S C F  
S C F  
S U E  

analyt. 
analyt. 
analyt. 
analyt. 

BVe~INO~A~ [6] . . .  
MILLS [21] . . . . . . . . .  
MILLS [21] . . . . . . . . .  
ALBASIN(~ [1] ...... 

BEI~NAL [4] ........ 

KOIDE [14, 27] . . . . .  
SATV~O [27] . . . . . .  
S~TV~O [27] . . . . . .  

Tabelle 2 

Varia- 
tions- Terme in T 
Para- 

meter 

i 

I 

Zusatz~erme 

bis 3. Ordn. 
1 3 

bis 3. Ordn. 7 
1 6 

bis 5. Ordn. 18 

Elek- 
tronen- 

Aus- 
tausch 

nein 
ja 
ja 
ja 
ja 
j~ 
ja 
ia 

E (at.E.) 

--39,47 
--39,53 
--39,62 
--39,90 
--39,33 
--39,80 
--39,50 
--39,85 

/~ (at.E.) 

2,0 fest 
2,0 fest 
2,0 fest 
2,0 fest 
t,975 min. 
2,0 fest 
2,052 min. 
2,0 fest 

yon der Kugelsymmetrie l~echnung. Der bisher beste theoretische Wert fiir die 
Energie yon C H  a betrggt --39,90 at.E. [1]. In der S C F - G r u p p e  entsprieht dem 
Werte dieser Arbeit der yon J. M. MILLS [21] berechnete mit --39,53 at.E. 

Aus Tab. I geht hervor, dab der experimentelle Abstand /~ in allen drei 
Beispielen zMschen den bereehneten Werten des 8- und des 10-Elektronenmodelles 
liegt, wobei das erstere einen zu groBen und das letztere einen zu Meinen Abstand 
ergibt. Tab. 2 zeigt, dab sieh die gefundene Energie ffir C H  4 sinnvoll in die 
l~eihe der anderen Berechnungen einordnen l~13t. Energ~en und Bindungsabst~nde 
stimmen gut mit den experimentellen Werten fiberein. 

3. D i a m a g n e t i s c h e  Suszept ib i l i t~ i t  u n d  P o l a r i s i e r b a r k e i t  

Eine Berechnung der diamagnetischen Suszeptibilit/it nach der Stonersehen 
Formel ergibt 
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bet 8 Elektronen g ~ ---- - -  0,790 • ~0 -6 264 cma/Mo 1 (7a) 
Z02 

und bei i0 Elektronen 
[6 72 { 5 2 Z l - ~ Z  2 

Z a - ~ - - 0 , 7 9 0  • 10 -6 "~l-~4Zl~__2Z~Z2.~_Z2~ J- 3 Z 2 -~- 

+ ~- ~- ~ ]  cmS/Mol (8) 

Die Ergebnisse sind zusammen mit experimentellen Werten nach K. E. BA~Y~D [2] 
in Tab. 3 enthalten. Ffir CH 4 gibt das 10-Elektronenmodell, ffir NH4+ dagegen 
das 8-Elektronenmodell einen sehr guten Wert. Auch hier liegt das experimentelle 
Zg stets zwischen den Ergebnissen ffir die beiden Modelle. In  dem einfachen Modell 
werden die Elektronen zu wenig, in dem vollsti~ndigen zu stark zur Mitte hin 
konzentriert. 

Die Ein-Zentrum-Wellenfunktionen mit  sph~rischer Symmetrie liefern gute 
Resultate ffir den diamagnetisehen Anteil der magnetischen Suszeptibilit/~t, er- 
lauben jedoch nicht, den paramagnetischen Anteil zu bereehnen. 

Die Elektronenpolarisierbarkeit ~ soll nach einer Meth ode yon H. R. HAss~ [10] 
ermittelt  werden, die yon BUCKIZqGHAM, MASSE~:, TIBBS [6] auf CH 4 angewandt 
wurde. Die genannten Autoren ermittelten aus c~ die van der Waalssche Kon- 
stante C gemiiB der Beziehung 

3 eh 2 
C -~ y ~- (9) 

Hier ist n die Zahl der Elektronen, die wesentlich zu cr beitragen. Die Konstanten C 
wurden zusammen mit  den Polarisierbarkeiten ebenfalls in Tab. 3 eingetragen. 

Tabelle 3 

BH4-(8 ) BH4-(IO ) CHa (8) [ CH 4 (10) NHa+(8)]NH4+(10) 

7. ~ theo. • 106 cm~/Mol --54,45 --44,01 --31,43 --26,35 --19,8 --16,97 
;/~ exp. • 106 cmS/Mol. - -  --26,7 --19,4 
a • 10 z4 cm a . . . . . . . . .  13,44 10,96 4,08 3,77 t,62 t,52 
C • 105 erg cm 6 . . . . .  15,18 11,18 2,54 2,26 0,63 0,58 

Die Autoren [6] berechneten ffir acg4 den Wert  7,6 • l0 -24 em 3 und ver- 
gliehen ihn mit  der gesch~tzten experimentellen Elektronenpolarisierbarkeit yon 
2,5 • l0 -24 cm 3. Ffir CH 4 sollte C nieht grSBer sein als 2,2 • l0 -Ss erg em 6. 
Inwieweit ~ und C aueh for B H  4- und ~ H ~  + yon der richtigen GrSBe sind, kann bet 
dem ~ehlen yon experimentellen Werten nicht gesagt werden. In  der angewandten 
Methode reagiert cr sehr empfindlich auf kleine ~nderungen yon Z 2 und Za bzw. Zo, 
so dab gr6Bere Fehler durehaus mSglieh sind. 

4. Bindungsmomente und Q-Werte 

Dureh spa-Hybridisierung kann man jeder X-H-Bindung in den Molekfilen 
XHa(• ein Paar  yon Elektronen zuordnen. Die Methode yon C. A. CouLso~ [7] 
zur Berechnung des Dipolmomentes # der X-H-Bindung ergibt einen guten Wer~ 
fiir s (s. Tab. 4), doeh ist die Riehtung des Momentes bet CHa im Gegen- 
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satz zu dem sonst angenommenen (experimentell 0,4 D mit  C+H -,  bereehnet 
0,4--0,6 D mit  C-H+). Ein/ihn]Jches Resultat  findet auch K. E. BAStArD [2] aus 
einem vereinfachten Modell. Seine berechneten Werte sind 1,2 D ffir NH4+ mit 
der Polarit~t 2V-H+ und 0,9 D ffir CHa mit der Polal~ti~t C-H+. Aus der Ver- 
schiedenheit der beiden Modelle und nach den Erfahrungen bei der Berechnung 
yon X-H-Absts  und Suszeptibllitaten war zu erwarten, dab in dem 10- 
Elektronenmodell die Elektronen mehr zum Zentralkern bin verschoben sind und 
somit dessen negative Ladung begiinstigen. In  dem einfachen Modell wird die 
Polaritat  bei BH~-  im Sinne B+H-  umgekehrt,  w/~hrend sich im t0-Elektronen- 

model l  ein Wert  nahe bei Null ergibt. 

Tabelle 4 

I B H , - ( 8 )  I I BH,--(IO) CHa (8) ] CH a (tO) 
! 

/~tl~ .... (D) . . . .  I 0,37 B+H - 0,05 B - H  + 0,43 C-H + 0,62 C-H + 

/x~. (D) . . . . .  I - -  0,4 C+H - 
Q(%) . . . . . . . .  5,9  I 5,92 6,92 I 6,92 

I I 

NH4+ (8) NH4 + (10) 

%01 N- H  + 1,10 N-H + 
L31 N-H + 

7,91 I 7,92 

Die Elektronenladungen Q, welche ianerhalb der Kugel um das Zentralatom 
mit dem Radius R enthalten sind, wurden ftir die verschiedenen Molekfile ebenfalls 
in Tab. 4 eingetragen. Auffi~lligerweise st immen die Ergebnisse nach beiden 
Methoden sehr gut untereinander und fiir CH 4 auch mit  dem Werte yon It .  C. 
LONGUET-HIGGI~S und D. A. B~owN [19] (6,92 %) fiberein. 

Die Folgerung aus dem Bindungsmoment ffir CHa, dab die Elektronen auch 
im 8-Elektronenmodell zu stark zur Mitte bin konzentriert sind, steht im deut- 
lichen Gegensatz zu den berechneten diamagnetischen Suszeptibiliti~ten und den 
Kernabstfinden. Dort ergab sich im einfachen Modell eine zu geringe Elektronen- 
konzentration. Wir werden auch bei spiiteren Anwendungen sehen, dab die ver- 
wendete Art yon Wellenfunktlonen nicht allen Wfinschen gerecht werden kann. 

5. I~'ormalfrecluenzen yon B11~, (]1t4 und NII4 + 

Nach einer Methode yon J. E. I~OSEigTHAL [26] berechneten H. HAR~A~N und 
G. GLIE~A~Sr [9] aus dem einfachen Modell mit  8 Elektronen die Normalfrequen- 
zen ffir CH 4 und NH4+. Wiihrend ihre Ergebnisse fiir 0) 1 und r 2 (die Wellenzahlen 
der symmetrischen Schwingungen) in guter Ubereinstimmung mit  den experi- 
mentellcn Werten sind, liegen die berechneten ~o~ und co 4 (die Wellenzahlen der 
antisymmetrischen Schwingungen) erheblich zu hoch. Tab. 5 enth/ilt neben den 
Ergebnissen der genannten Autoren die neuberechneten Wellenzahlen fiir B H  4- 
im 8-Elektronenmodell und auBerdem alle w~, w~ und ~o4, die sich aus dem t0- 
Elektronenmodell ergeben. Da im letzteren Fall drei effektive Kernladungen Z1, 
Z 2 und Z a auftreten, wiirde sich die Berechnmag yon w 1 recht schwierig gestalten. 
Experimentelle Ergebnisse und prozentuale Abweichungen der theoretischen von 
den experimentellen Werten (in Klammern) vervollst~ndigen Tab. 5. 

Hinsichtlich e% (und wohl auch col) ist das 10-Elektronenmodell fiir CH 4 und 
NHa+ besser geeignet, w/~hrend die Wellenzahlen co 1 und co2 von BH, l-  im 8-Elek- 
tronenmodell sehr gut ausfallen. Die verwendeten Wellenfunktionen sind nicht in 
der Lage, ncben eo 1 und co~ auch wa und ~o 4 in gute Ubereinstimmung mit  experi- 
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mentellen l%esultbten zu bringen. Das einfbche Modell erweist sich bei der Berech- 
nung der ant isymmetr ischen Schwingungen dem vollstgndigen 1Kodell durchweg 
bls iiberlegen. 

Tabelle 5 

(Alle Wellenzahlen in cm -~, R in atomaren Einheiten) 

~1 theor . . . . . .  

~1 exp. 
~ theor . . . . . .  

~)2 exp . . . .  
D 3 theor ...... 

~3 exp . . . .  
~a theor . . . . . .  

~ exp. 

w. VR 3 X '10 - ~  

04 I /R  a • 10 - 3  
o)a VR 3 X 10 -3 
~ ~ X 10 -3 

BnH4 - (8) BnH4 - (10) 

2189 
(--3,6) 

2270 [291 
1073 1295 

(+0,8) (+20) 
~065 [29] 

2907 3506 
(+28) (+54) 

2270 [29] 
2022 2440 

(+87) (+126) 
1080 [291 

8~7 
4,25 4,25 

11,5 1t,5 
8,0 8,0 

c',~a (8) cI,H, 00) 

3009 [9] 
(+3) 

2914 [11] 
1315 [91 1536 
(--14) (+0,7) 

1526 [11] 
35771) 4133 
(+'18) (+37) 

3020 [111 
24701 ) 2866 
(+89) (+120) 

1306 [11] 

9,7 
4,25 4,25 

:II,6 11,4 
8,0 7,9 

N~4H4 + (8) NI~H4 + (lO) 

3600 [9] 
(+19) 

3033 [11] 
1494 [9] 1711 
(--11) (+ts)  

t 685 [111 
37841) 4258 
(+21) (+36) 

3134 [11] 
26561) 3008 
(+90) (+115) 

1397 [111 

t0,2 
4,25 4,25 

10,7 10,6 
7,5 7,6 

1) In Formel (50) der Arbeit ]%ef. [9] wurde 32/)2/~t durch 8 D2/~ ersetzt 

L. A. W o o g w ~ D  und H. L. t%OBE~rS [30] finden empirisch eine Beziehung 

0)~ 1 / ~  = v (~o) 
fiir die l%eihe B H 4 -  , CH~ und  NH4+. Eine solche gez iehung kann  schon im l%ahmen 
dieser einfbchen Methode yon  der Theorie her bestgtigt  werden. Die Wellenzahlen 
0)1 bis 0)~ lbssen sich folgendermbBen berechnen:  

G' (il) 0)1 ~ ~ / 1 '  (z0 R) + ~ h" (Zo R) ~ el 
V~ 

0) 2 . ~ = C 2 (12) 

mx -~ 4 m ,  

Aus den Gleichungen ( l i )  bis (13) geht hervor, dag eine der G]eiehung (t.0) ent- 
sprechende Beziehung buch fiir 0)~, w a und  0)a gilt, und zwar exakt  ffir 0)~, an- 
nghernd ffir 0)a und  w a. Die Funkt ionen  ] (ZrR) kSnnen deswegen bls nbhezu 
kons tan t  bngesehen werden, weft sie sich im wesentlichen bUS Ausdrficken (Poly- 
nom in Z r R  mit  wesentlich lOositiven Gliedern) > exp ( - -ZrR)  zusbmmensetzen, 
deren Wer t  in dem hier interessierenden Bereich yon  Z r R  sich kaum gndert.  Die 
Massenverhgltnisse # in Gleichung (i3) unterscheiden sich ffir die drei Molekfile 
nu t  unwesentlich. Die Konstbnz  des Ausdruckes ffir 0)1 ist insofern einigermbgen 
gewahrt ,  bls der zweite Term in Gleichung ( l i )  viel kleiner ist blS der erste. Die 
Produkte  0) ] / ~  bus theoretischen Wellenzahlen und  theoretisehen Kernbbstgnden 
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sind in Tabelle 5 enthalten und best~tigen die Aussagen in den Formeln ( i l )  
bis (13). 

Aus den kleineren Kerrlabstfinden im 10-Elektronenmodell folgen die gr6Beren 
Wellenzahlen, verglichen mit dem 8-Elektronenmodell. Ebenso wie die experi- 
mentellen Kernabst~nde liegen die experimentellen Wellenzahlen co~ ffir CH a und 
NH4+ zwischen den bereehneten des einfachen und des vollstgndigen Modelles. 
Eine Ausnahme bfldet BH4-. tIier ist das theoretische co~ bereits ffir das 8-Elek- 
tronenmodell etwas gr6Ber als das experimentelle, viel mehr noch das berechnete 
co~ ffir das t0-ElekSronenmodell. Der experimentelle Kernabstand dagegen lag 
- -  wie ffir die zwei anderen Molekfile - -  zwischen den beiden berechneten Werten. 
Es folg~, dab entweder die Berechnungsart ffir dieses Molekfil besonders ungeeigne~ 
is~ oder einer der experimentellen Werte einer l~evision bedarf. 

6. Chemische Verschiebung 

Ffir Flfissigkei~en und Gase kann die Abschirmungskonstante a in der Form 

1 
a = ~  (axx + ay~ + a~z) (t.4) 

geschrieben werden. GemiiB der Ableitung yon N. F. ~A~SEu [24] und nach An- 
wendung der quantenmechanischen Summenregel ist 

a x x - - 2 ~  J T* Y~ + Td~ + T*  2 r e  -3 Td~ (15) 
ra m2c~2E L].Ir D~jDq)~ 

mit _( 0 0) 
or Yl~zz~-- zi~ys (i6) 

Ursprung des Koordinatensystems r, x, y0 z ist der Kern, ffir den die Chemische 
Versehiebung berechnet werden soll. Die Doppelsumme in dem zweiten Glied yon 
Gleiehung (15) ist fiber alle Elektronen zu erstrecken. AE ist eine mittlere Elek- 
tronenanregungsenergie. Entsprechende Ausdrfieke gelten ffir (yyy und azz. In 
Analogie zur Theorie der magnetisehen Suszeptibilit~t soll der erste Term in 
Gleiehung (i5) mi~ axx ~ und der zweite mit azx p bezeiehnet werden. 

Fiir den Zentralkern X sind alle ap = 0, da die Wellenfunktion bezfiglich X 
kugelsymmetrisch ist. Die Abschirmungskonstante fiir den Zentralkern, ax, ist 
daher 

t ( a  d a ) e~ fT*~d~ (t7) 

D i e s e r  Ausdruck ist als Lambsche Formel [16] bekannt. Als Fnnktion der Varia- 
tionsparameter gesehrieben, erbiilt man aus dem 10-Elektronenmodell 

{ 3Z2 a [ 2 2Z~-~-Z2 
a x = 1 8  X 10 -6 2 Z  1 q - 4 Z 1 2 - 2 Z  IZ2q-Z22 I 3 Zz 4- 

~ - C \  N + 1,5 J 

Im einfachen Model] ergibt sieh 

ax = t8 • l0 -6 [2 Z 1 + 2 Z0], (19) 
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wobei fiir Z 1 die grer te  5, 6 oder 7 zu nehmen  sin& Die bereehneten Werte  a x  
sind aus Tab.  6 zu entnehmen.  Erwar tungsgems  liegen sie zwisehen den 
Werten,  die fiir die neutra len Atome B, C und N gefunden wurden (199 • IC -6, 
261 • t0 -6 und 325 • t0  -6) [22], und dem Wer t  fiir Neon (547 • 10 -6) [22]. 

E t w a s  schwier~er  ges~altet sich die Bereehnung der  Abschi rmungskons tan ten  
ffir die Pro tonen  in den Molekfilen XH4(•  ). Wegen der l~ota t ionssymmetr ie  der 
Wellenfunkt ion um die C-H-Aehse ist eines der Elemente  a~x, ~/, a~u , n,  ~zVz, H 
gleieb Null. W/~hlen wir SzVz, rt = 0, dana  ist a~x, H = ass , s und  

2 ~ 1 2 ~ 2 a~ (20) 

ad ~ aa 2 d n, ~ zz, H und  ~-ax . ,  rr k6nnen ge t rennt  berechnet  werden. Die Ergebnisse ffir 

das 8-Elektronenmodel l  sind in den Gleiehungen (2J) bis (23) enthal ten.  Abge- 
sehen yon der elbwa dreifachen L/inge sehen die Ausdrficke ffir das 10-Elektronen- 
modell  ganz entsprechend aus. 

a~  = 18 x 1 0 - ~  8 - - 0 , 5  e (ZoR) 3 + 4 (ZoR) 2 + 12 (ZoR) -j- 16 / ( 2 t )  

t t / -ZoR( 
azz, ~ = 9 • 10-6 Zo~7.~ 176 - - e  (ZoR) 5 + 6 (ZoR) 4 + 28 (ZoR)a + 

t 
3 3  

+ + -6 ] /  (22) 

2 v " ̂ -a Zoa [ 10,666... -Zo R [ 
A N y a x x ,  n = 2 , 9 x l o  ~ - ~  ZoR + e  �9176 + 5 ' 3 3 3 " " Z ~  + 

10,666..-] ~6 / 
10,666 " �9 + Z o ~  + ~ (ZoR)~ Ei  ( - -  Z6R ) eV (23) 

1 
Tab.  6 enth/ilt  die berechneten  Werte .  a d und  ~- a ~, H im 10-Elektronen- 

2 
modell  sind fiir 10/8 E lek t ronen  angegeben. ~-ax~, ~ ist in beiden Modellen nur  

mi t  den 8 E lek t ronen  der zwei~en Schale berechnet  worden. 

ax X t0 +6 . . . . . . . . . . .  
oa1~ • '1.0 +6 . . . . . . . . . .  
1 

-~aa~, H X 10 +6 . . . . .  

2 
~- a ~ ,  z X 10 +~ AE eV 

BH((8 )  

250,5 
49,8 

12,1 

--768 

Tabelle 6 

BH4-(10)] CH 4 (8) 

244 309 
72,6/56,3 60,t 

t4,0/t3,9 13,2 

+ 621 --1662 

CH4 (10) 

302 
84,8/66,5 

t4,9/14,7 

+1512 

NH4 + (8) 

369 
68,3 

13,1 

--3079 

NH4 + ('tO) 

362 
94,0, 74,4 

14,4/t4,3 

+3489 

Verglichen mi t  der exper imentel len Absehi rmungskons tan*en aH fiir GH 4 
(etwa 30 • t0  -6) dfirften die erhal tenen Wer te  ffir a~H und ~z, B yon der r iehtigen 
GrSge sein. avx, H fiir C H  4 ist dagegen u m  einen F a k t o r  5 zu grog (AN ~ 11 eV) 
und  ha t  im 10-Elektronenmodel l  zudem das falsehe Vorzeiehen. avxx, H ist be- 
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sonders stark yon der Elektronenverteilung am Orte der Protonen abMngig. Den 
wesentlichen Beitrag geben Differenzen yon zweiten Ableitungen yon }P, versehen 
mit einem Faktor  rt/-3. Die hier erhaltenen Ergebnisse sind mehr oder weniger 
zufs wie ein Vergleieh der naeh den beiden Modellen erhaltenen Werte er- 
kennen l~Bt. Sehreibt man F2~ in der allgemeinen Form 

Z,zr 

~o2s ~- iV (i - -  mr) e 2, (24) 

so unterscheiden sich die beiden 2s-Funktionen des 8- und des 10-Elektronen- 
modells wesentlich in m. Rechnerisch gesehen ist dieses der entscheidende Para- 
meter in a v lind die groge Kluft zwischen den Werten ffir die beiden ver- XX, H, 
sehiedenen Modelle rfihrt fast nur yon diesem Faktor  her. Durch mis t  der Radius 
der Kugel bestimmt, auf der die 2s-Funktion derl Wert Null hat. Bei grol3em m 
ist dieser Radius klein, die Funktion am Orte der Protonen also sthrker negativ 
(oder kleiner positiv) als bei kleinem m. Von dem Term zweiter Ordnung in der 
Chemischen Verschiebung her gesehen, ist m in der 2s-Funktion des 10-Elektronen- 
modelles zu grog, in der des 8-Elektronenmodelles dagegen zu klein. Bei glfick- 
lieher Fcmktionenwahl sollte es also durehaus m6glieh sein, ein gutes a~,  H zu 
erhalten, was natfirlich keinen RiickschluB auf die sonstige G/ite der Funktion 
erlaubt. 

7. Spin-Spin-Kopplung 

Die Spinkopplungskonstante JivN, zwisehen zwei Kernen N und N' wird ge- 
wShnlieh als Summe yon drei Termen dargestellt [23]. Der wiehtigste und bier 
allein ber/ieksiehtigte ist der dritte Term J(S)iwv,. Von N. F. R ~ s n u  [25] aus einer 
St6rungsrechnung in zweiter Ordnung hergeMtet, schreibt er sich nach Anwen- 
dung der quantenmechanisehen Summenregel in der Form 

= -  0 0 0 (25) 

AE ist die mittlere Anregungsenergie, yN und )~v' sind die magnetogyrischen Ver- 
h~ltnisse der Kerne N nnd N' und/3 ist das Bohrsehe Magneton. 

Naeh Auswertung der Doppelsumme ffir den speziellen Fall der Molekiile XH4(+-) 
(mit abgesehlossener Elektronensehale) geht Gleichung (25) fiber in 

(2_) 
Hier bedeutet z .B.  ~os (N) den Wert der Einelektronen-Wellenfunktion ~o s am 
Orte N. Die folgende Wahl der Koordinaten von X, H und H': rH = R, OH ~- O, 
CfH =-O, rH'= R, yah ' -= v (Tetraederwinkel), ~ H ' =  0, rX-----0, fiihrt auf die 
endgiiltigen Ausdrtieke 

J~)// = 1,i67 • t0 -~ yx  YH [V~s (X) V~.~ (H) + ~ (X) ~,(H) + AE 

~- 2 y~,s(X) ~ol~(H ) ~o2s (X) ~f2s (H) I GauB2 eV see (27) 

2 2 2 ~'HH'I(a) AE = 8,35 • t0 a ~o~(H)-~o~s(H)_~yj~(H ) (H ' )@2 

~- 2 ~P~ (H) ~f~Pz (H') [ y~ 1} ~s (H)-~-~0~s (H) eV/sec (28) 
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Vier Elektronen yon zwei X-H-Bindungen (hybridisierte Wellenfunktionen) geben 
im 8-Elektronenmodell den folgenden Beitrag zu J~)H, AE:  

- -  2 ZoR 
* A E  8,35 • i0 aZ~ (2--2,732ZoR)2(2--O,423ZoR)%V/see (29) T(3) 

~ ' H H '  ----- 4096 

Die nach den Formeln (27) bis (29) ermittelten Kopplungskonstanten sind ans 

BllH4-(8) BllHa-(10) N14H4 +(8) N14Ha +(10) 

J(~)AE . . . . .  39 (600) 500 (600) 116 (1200) 1008(i200) 85 (750) ] 520 (750) 
L 

] j////, AE . . . . .  0,005 0,i2 0,21 (125) 0,01 (125) 0,82 0,2 
~(3)  * j////, AE . . . . .  0,0045 - -  0,20 - -  0,75 

In einigen Fs stehen gesch~tzte experimentelle Werte in Klammern hinter 
den berechneten. Wegen der Unsieherheit in AE kSnnen diese nur zu einem groben 
Vergleich herangezogen werden. Dennoch lessen sie erkennen, dab fin i0-Elek- 
tronenm0dell die Werte r ( ~ ) A E  recht gut sind, fin 8-Elektronenmodell um etwa ~JXH 
einen F~ktor <0 zu klein. Ein s Fall wie bei tier Chemisehen Versehiebung 
zweiter Ordnung liegt bier vor. Die 2s-Funktionen des vollst/~ndigen Modelles 
haben einen grSl~eren absoluten Wart am Orte der Protonen als die wasserstoff- 
~hnliehen 2s-Funktionen. Au[~erordentlich klein sind alle bereehneten Kopplungs- 
konstanten J(~)~,. Unglfieklieherweise ist des letzte Glied der Gleiehung (28) fast 
ebenso grol3 wit die Summe aller anderen Glieder, doch yon umgekehrtem Vor- 
zeiehen [~pz (H') isL negativ]. Bier wirkt sich die Aufffillung der L-Sehale des 
Zentrala, toms mit den Elektronen tier H-Atome besonders ungiinstig aus. Im Bride 
der einfaehen M.O.-Methode wfirden zwar die 2p-Elektronen yon C auch einen 
negativen Beitrag zu J(~)B' geben, doeh hs die vier is-Elektronen der H-Atome 
iiberall positive Funktionswerte. Eine Anderung des Vorzeichens des erw~hnten 
letzten Gliedes in Gleichung (28) fiihrt zu einer reeht guten Spinkopplungskon- 
stanten. 

Trotz ihrer Unzul~nglichkeit lessen die Werte j(3)* BH, AE  mit hybridisierten 
Funktionen erkennen, daI~ die vier Elektronen der beiden X-H-Bindungen, dutch 
welehe die Kerne H trod H '  ,verbunden"  sind, fiber 90% zu der Kopplungskon- 
stanten beitragen. Die verbleibenden vier Elektronen der zweiten Schale sind ffir 
den Rest yon weniger als 10% verantwortlich. (Die Beitrfi,ge der beiden inneren 
Elektronen sind vernaehl/issigbar.) Hiermit kann die Ausdrucksweise, die Kopp- 
lung der Kernspins yon N und _N' komme fiber die Elektronen in den Bindungen 
von X n~ch N'  zustande, gerech~fertigt werden. 

Aus einem einf~ehen Modell mit zwei lokalisierten M.O.-Funktionen fiir zwei 
C-H-Bindungen in CH 4 mit den Werten des C-Atomes nach Abschnitt 8 ergab sich 

(M.O.) = 24 eV/ ee, 

ein Wert, der immer noch um einen Faktor  5 zu klein ist. M. K~_t~r~,vs und Mit- 
arbeiter [15] erhielten aus Valenzstruktur-Wellenftmktionen ein recht gutes Er- 

gebnis ffir CH 4 (J(~)H' AE  .~ l i 3  or/see). 

Tabelle 7 zu entnehmen. 
Tabelle 7 

(Alle An Iaben in eV sec -1) 

018H, (s) C~sH~ (10) 
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8. Ionisierungspotentiale and Dissoziationsenergie yon CH4 

In Tabelle 8 warden die bereehneten ersten vier Ionisierungspotentlale/1 L 
fiir die betrachteten iVIolekfile angegeben. In Klammern wurde der experiment 
Wert 14 ffir UH~ hinzugeffigt. Die theoretischen Wer~e stimmen innerhalb aer 
beiden ~r sehr gut iiberein. Die zwei letzten Ionisierungspotentiale I9 and/10 
(aus dem il0-Elektronenmodell ) werden mit den zwei letzten Ionisierungspoten- 
tialen der neutralen Atome B, G and N vergliehen. (Werte in Klammern hinter 
19 und Ilo ). Die nieht allzu gate ~]bereinstimmung zeigg, dal3 die beiden inneren 
Elektronen der Zentralatome durch die Molekiilbildung beeinflugt werden. 

z~ 

BtI4- (S) 

0,115 
0,477 
0,778 
1,16t 

B//,- (t0) 

Tabelle 8 
(Ionisierungspotentiale in atomaren Einheiten) 

CH~ (8) CH~ (1o) '2v~/,+ (8) 

0,094 
0,463 
0,770 
1,160 

11,33 (9,53) [17] 
t4,27 (t2,4) [173 

0,432 
0,909 
1,305 
1,8t 

0,424 (0,48) [12] 
0,904 
1,301 
t,808 

16,42 (14,4t ) [l 7] 
t9,99(17,9) [.17] 

0,862 
1,463 
t,962 
2,60 

NH4 + (10) 

0,859 
1,459 
1,956 
2,59 

22,44 (20,3) [17] 
26,64 (24,4) [/7] 

Fii~ die Ermittlung der Dissoziationsenergie yon CH a wurde mit ganz ent- 
sprechenden Wellenfunktionen die Energie des Kohlenstoffatomes bereehnet. Die 
Ergebnisse sind 

a) G ira 4-]~]ektronenmodelI : Z o = 3,096, E ---- --4,79 at.E. 

b) G im 6-Elektronenmodell: 
Z 1 ----- 5,71, Z 2 = 3,96, Z a ~ 3,t0, E ~ --37,55 at.E. 

Im l~alle a) ist die Differenz zwischen der Energie yon CH 4 and der Summe der 
Energien yon C und vier isolierten H-Atomen 0,t5 at.E. mit I Ec//a I ldeiner als 

Ec + 4 EH I" Dieselbe Differenz im Falle b) betr/~gt 0,2 a t .E ,  wobei ebenfalls 
ECH4 [ Meine~ /st als I Ec -V 4 EH l" G @ 4 H sollte also in beiden Fallen stabiler 

sein als GH4: im Gegensatz zu dem experimentellen Befund. Die gemessene Dis- 
soziationsenergie yon CH~ betr/igt 0,6 at.E. [18], sodag sieh der t~ehler dieser 
I~echnung auf 0,8 at.E. belfiuft. Dieses Ergebnis dfirfte nicht iiberrasehend sein, 
denn ein und dieselbe Methode der Berechnung wurde auf H, G mad CH 4 ange- 
wandt. Die Fehler der Gesamtenergien, verglichen mit den experimentellen Wet- 
ten, sind 0%, t ,2% und 3%, was sich auf die Differenz der Energien natiirlich sehr 
schleeht auswirken mug. 

Da es schwierig ist, die Genauigkeit der CH4-1~echnung zu erh6hen, sind hin- 
sichtlich der Dissoziationsenergie sotche Methoden erfolgversprechend, die H mad 
G benachteiligen. !~. K. Nss]3t~ [20] gelang es, mit GanI~fanktionen eine Dissozia- 
tionsenergie ffir CH 4 mit dem riehtigen Vorzeichen zu erhalten (0,335 at.E.). 

9. Zasammenfassende Diskussion 

Die rechnerisch eknfache 3~ethode der Wellenfunktionen mit Zentralsymmetrie 
ergibt gute t~esultate ffir ]~nergien, Bindungsabstiinde, diamagnetische Suszepti- 
bilitgten, Polarisierbarkeiten, symmetrische Normalschwingungen and Abschir- 
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mungskonstanten fiir die Zentralatome. Alle die genannten Eigensehaften sind 
der Symmetrie der Wellenfunktion angepal3t, d. h. die zugehSrigen Integrale sind 
vom Zentrum des Molektiles aus kugelsymmetrisch fiber den gesamten Bereieh zu 
erstreeken. 

Ungiinstig sollte sieh die sph/~riseh symmetrisehe Wellenfunktion auswirken 
auf die Bereehnung yon antisymmetrisehen Normalsehwingungen, Absehirmungs- 
konstanten ffir die Protonen und Spin-Spin-Kopplnng mit  EinsehluB der Protonen. 
In  allen drei F/~llen erhielten wit gute und sehleehte Ergebnisse. So sind die 
Wellenzahlen o) a i m  8-Elektronenmodell nut  um etwa 20~ zu hoeh, die m4 da- 
gegen bis zu 900/0 . Die Anteile der Absehirmungskonstanten fiir H, die dem Dia- 
magnetismus entsprechen, liegen in dem erwarteten Bereieh, jedoch sind die 
Werte aus den Termen zweiter Ordnung um ein Vielfaehes yon dem Sollwert ent- 
fernt. Ein Vergteieh der Ergebnisse ffir die beiden versehiedenen 2s-Funktionen 
l~gt vermuten, dal3 nieht so sehr das Prinzip der zentralsymmetrisehen Wellen- 
funktion schuld an diesem Versagen ist als vielmehr die mangelnde Anpassungs- 
f/~higkeit der verwendeten Funktionen. 

Merkwiirdig erseheint das Verhalten der bereelmeten Spinkopplungskonstan- 
ten. JxH ist besser als erwartet, JHH' dagegen sehleehter. Nut  die Werte yon 
am Orte der Kerne X oder H werden zur Bereehnung ben6tigt. Unter  der An- 
nahme, dab diese Funktionswerte riehtig sind am Or~e X, jedoeh zu ldein bei den 
Protonen, sollte ein zu Meines Jxs  mud ein entspreehend kleineres JI~H' erwartet 
werden. Aus den guten Werten JXH geht hervor, dal~ ~ols und ~02s aueh am e r i e  
der Protonen gut sind (besonders die Funktionen des 10-Elektronenmodelles). 
Wie gezeigt werden konnte, sind die augerordentlieh kleinen bereehneten JHH' 
auf das Vorzeiehen der ~ - F u n k t i o n e n  znrtiekzuffihren, nieht auf deren Absolut- 
werte am Orte H. Das Auffiillen der zweiten Sehale yon C mit  vier zusgtzliehen 
Elektronen fiihrt zu einem Ubergewicht yon 21~-Fnnktionen. 

In  keinem Falle kann es als erwiesen angesehen werden, dab die ,,Elektronen- 
diehte" oder hu*kY am Orte der Proto~_en zu klein ist. Der zweite Term der Ab- 
sehirmnngskonstanten h~ngg auBerordentlieh empfmdlieh yon dem Differential- 
quo~ienten der Wellenfunktion ab, w~hrend bei der H-H-Spinkopplnngskonstanten 
Vorzeiehen yon Einelektronenfunktionen den entscheidenden t~aktor darstellen. 

Herrn Dr, F. J. TOOLE und dem National Research Council yon Kanada sei fiir die Ver- 
mittlnng und Gew/~hrung eines Postdoctorate Fellowship herzlich gedankt, tterrn Professor 
W. D. WASSON stellte freundlicherweise den Elektronenrechner ,,RoyM Precision LGP-30" 
ffir die Minimisierung der Energiefnnktionen zur Verfiigung und war bei der Programmierung 
behilflich. Mein besonderer Dank gilt Herrn I)1". 1~. K~sEg ffir die rege Anteilnahme an dieser 
Arbeit, verbunden mit zahlreichen kritischen Diskussionen. 
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